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Samenvatting 
 

Naast buiging en extensie kan een balk ook wringing (ook wel torsie genoemd) ondervinden. Bij een 

wringend moment kan er ook welving ontstaan in een balk. Welving is de vervorming van een initieel vlakke 

normaaldoorsnede. Als welving verhinderd wordt door bijvoorbeeld een inklemming ontstaan extra 

vervormingen en spanningen in een doorsnede. Vasiliy Vlasov heeft een vergelijking gemaakt die deze 

vervormingen en spanningen kan berekenen. Echter is deze vergelijking alleen afgeleid voor dunwandige 

open doorsnedes. Voor minder vaak gebruikte doorsnedes als massieve- en kokerdoorsnedes is het 

onduidelijk of de vervormingen en spanningen met de Vlasov theorie nauwkeurig kunnen worden bepaald.  

 

In dit onderzoek zullen de vervormingen en spanningen van verschillende massieve en kokerdoorsnedes met 

de theorie van Vlasov berekend worden. Daarna wordt de nauwkeurigheid van deze berekeningen bepaald. 

De nauwkeurigheid kan worden bepaald door handberekeningen te vergelijken met een nauwkeurige 

eindige-elementen methode.  

 

De opzet van dit onderzoek is een aan één kant ingeklemde ligger met een wringend moment op het vrije 

uiteinde. Hierdoor is welving aan de kant van de inklemming verhinderd maar kan het vrije uiteinde vrij 

vervormen. Er zijn in totaal 4 verschillende doorsnedes op deze manier op nauwkeurigheid getest.  

 

De rechthoekige massieve doorsnede is de eerste doorsnede die is getest. Als eerst worden de benodigde 

parameters voor de Vlasov vergelijking bepaald. Hierna wordt met de Vlasov vergelijking de vervorming in 

de vorm van de horizontale verplaatsing van het vrije uiteinde van de ligger bepaald. Hierna is door gebruik 

te maken van een eindige-elementen methode dezelfde verplaatsing bepaald. De nauwkeurigheid is hierna 

bepaald door deze twee berekende verplaatsingen door elkaar te delen en zo een nauwkeurigheid te 

berekenen. Hieruit volgt ook de procentuele fout. In het geval van de rechthoekige massieve doorsnede komt 

hier een perfect nauwkeurigheid van 1,00 uit. Voor de normaalspanning wordt hetzelfde gedaan. Hier komt 

een nauwkeurigheid van 0,776 uit.  

 

Naast de rechthoekige massieve doorsnede zijn ook de ronde massieve doorsnede, de rechthoekige 

kokerdoorsnede en de ronde kokerdoorsnede op dezelfde manier getest. Hier kwamen voor de horizontale 

verplaatsing nauwkeurigheden uit van respectievelijk 0,998, 1,037 en 1,015.  

 

Voor de ronde doorsnedes kan alleen de nauwkeurigheid van de vervorming bepaald worden aangezien 

ronde doorsnedes de eigenschap hebben niet te welven waardoor er geen normaalspanningen in de ligger 

onstaan. Voor de rechthoekige kokerdoorsnede is wel nog de nauwkeurigheid van de normaalspanning 

bepaald. Deze heeft een nauwkeurigheid van 1,284.  

 

Er kan na deze onderzoeken dus geconcludeerd worden dat voor alle geteste doorsnedes de vervorming 

slechts een kleine afwijking heeft en dus als nauwkeurig gezien kunnen worden. Voor de normaalspanningen 

is de afwijking wat groter dan bij de vervorming. Door de manier waarop de eindige-elementen deze 

spanningen berekend zijn deze afwijkingen nog steeds acceptabel en dus kunnen deze doorsnedes dus ook op 

dit vlak als nauwkeurig worden gezien. 

 

Nadat geconcludeerd is dat de methode als nauwkeurig gezien kan worden is een toepassingsvoorbeeld 

gedaan door een wegwijzer met een kolom met een kokerdoorsnede door te rekenen met de theorie van 

Vlasov. 

 



       

6 

 

1 Introductie 
1.1 Theorie van Vlasov 

Naast buiging en extensie kan een balk ook wringing (ook wel torsie genoemd) ondervinden. Dit kan 

bijvoorbeeld ontstaan als een balk belast wordt door een excentrische kracht. Deze wringing veroorzaakt een 

spanning en een vervorming in de balk die meegenomen moeten worden in de veiligheidsberekeningen. Bij 

een wringend moment kan er ook welving ontstaan in een balk. Welving is de vervorming van een initieel 

vlakke normaaldoorsnede.[1] Een schematisch voorbeeld hiervan is te zien in figuur 1. Als welving 

verhinderd wordt door bijvoorbeeld een inklemming ontstaan er extra axiale spanningen. Hierdoor neemt 

ook de weerstand tegen wringingsvervorming toe. 

 

 
Figuur 1: Welving in een balk [1] 

 

Een theorie die wringing en welving beschrijft over het verloop van een balk komt van Aldémar Barré de 

Saint-Venant.[2] Deze theorie houdt er echter geen rekening mee dat welving verhinderd kan worden in de 

inklemming. De theorie is dan ook alleen geldig vanaf een bepaalde afstand van de inklemming. Daarom 

kwam Vasiliy Vlasov met een nieuwe theorie waarbij de verhinderde welving wel werd meegenomen. Deze 

vergelijking maakt gebruik van het zogenaamde bi-moment. Het bi-moment ontstaat in een doorsnede 

wanneer welving gehinderd wordt. [1] 

 

1.2 Probleemstelling 
Om wringingsvervorming en spanningen te berekenen kan bij niet uniforme welving, zoals verhinderde 

welving, de theorie van Vlasov gebruikt worden. Deze theorie is afgeleid voor dunwandige open 

doorsneden, maar het is nog onzeker of deze theorie ook nauwkeurig is voor andere vormen van doorsneden. 

In dit onderzoek wordt gefocust op het testen van de nauwkeurigheid van massieve en kokervormige 

doorsnedes. 

 

1.3 Doelstelling 
Het doel is om het inzicht in het gebruik van de theorie van Vlasov over wringvervorming te vergroten door 

te bepalen of de theorie nauwkeurig is voor massieve en kokervormige doorsneden.  
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1.4 Opzet 
Om de nauwkeurigheid te testen wordt een vaste opzet gekozen waarbij verschillende doorsnedes via 

theoretische methodes getest worden. De opzet bestaat uit een vrij uitkragende ligger met een vaste 

oplegging aan het andere uiteinde die welving verhinderd. Hierdoor kan wringing optreden aan het vrije 

uiteinde van de ligger als een wringend moment wordt aangebracht op de ligger.  

 

Hiernaast zijn ook een aantal materiaaleigenschappen nodig. Voor dit onderzoek wordt voor alle doorsnedes 

constructiestaal gebruikt met een stijfheid van E = 200000 MPa en een Poisson ratio van v = 0,3. Met 

[Vergelijking 1] kan de glijdingsmodulus berekend worden. Hier komt uit: G = 76923 MPa. De lengte van 

de ligger is 2540 mm. Het wringend moment (T) op het vrije uiteinde heeft een grootte van 226,0 kNm.  

 

 
 

Met hierin: 

G = glijdingsmodulus (MPa) 

E = Youngs elasticiteitsmodulus (MPa) 

v = Poissons ratio (-) 

 

Een schematische overzicht van de opzet is te zien in figuur 2. Alle geteste doorsnedes zullen met deze opzet 

getest worden. 

Figuur 2: Opzet  
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2 Methode 
In dit hoofdstuk zal de methode beschreven worden waarmee de nauwkeurigheid van de Vlasov vergelijking 

bepaald wordt. Deze methode zal daarna in de volgende hoofdstukken toegepast worden op verschillende 

doorsnedes. 

 

2.1 Bepalen parameters 
Om de modellen te kunnen maken worden eerst van elke doorsnede de afmetingen bepaald. Deze afmetingen 

worden op een handige verhouding gekozen, maar vrijwel willekeurig. Dit gebeurt willekeurig omdat de 

theorie voor alle afmetingen zou moeten gelden. Met de afmetingen kan in het programma SCIA 

Engineering een 2D model gemaakt worden van de doorsnede. Voor dit onderzoek wordt SCIA Engineering 

19.1 gebruikt. Het programma kan een aantal parameters berekenen die van belang zijn in het onderzoek. 

Deze parameters zijn het wringtraagheidsmoment, de welvingsconstante en de extreme waarde van de 

welvingsfunctie. De welvingsconstante is een waarde die aangeeft in hoeverre welving kan optreden in een 

doorsnede. Een welvingsconstante van 0 geeft aan dat welving niet mogelijk is. De welvingsfunctie is de 

verdeling van de welving over de doorsnede. 

 

2.2 Berekenen met theorie van Vlasov 
Na het bepalen van de parameters worden deze gebruikt om het verloop van de hoekverdraaiing (φ) van de 

ligger te vinden. Hiervoor wordt de theorie van Vlasov gebruikt. De differentiaalvergelijking voor wringing 

van Vlasov is als volgt: 

 

 
 

Met hierin: 

E = Youngs stijfheidsmodulus (MPa) 

Cw = Welvingsconstante (mm6) 

φ = Maximale hoekverdraaiing (rad) 

G = Glijdinsmodulus (MPa) 

Iw = Wringtraagheidsmoment (mm4) 

mx = Waarde van het wringend moment op x (Nmm) 

x = Afstand vanaf de oplegging (mm) 

 

Met het berekende hoekverdraaiingsverloop kan de maximale vervorming van de ligger bepaald worden. 

Met name de maximale horizontale verplaatsing bij de uiterste vezels (ux) is van belang. 

 

Hierna wordt het verloop van het bi-moment in de doorsnede bepaald. Dit wordt gedaan met de volgende 

differentiaalvergelijking: 

 

 
 

Met hierin: 

B = Bi-moment (Nmm2) 
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Uit het verloop van het bi-moment over de ligger kan het maximale bi-moment in de ligger bepaald worden. 

Dit bi-moment wordt gebruikt in de volgende vergelijking om de maximale axiale normaalspanning in de 

doorsnede te berekenen: 

 

 
 

Met hierin: 

σxx = maximale axiale normaalspanning in de doorsnede (N/mm2) 

Bmax = Maximale Bi-moment in de doorsnede (Nmm2) 

ψ = Extreme waarde van de welvingsfunctie (mm2) 

 

 

2.3 Berekenen met eindige-elementen methode (EEM) 
Na de evaluatie van de gekozen ligger met de theorie van Vlasov wordt een eindige-elementen model 

gemaakt van de ligger. In dit onderzoek wordt het programma Ansys Workbench 17.2 gebruikt. Met dit 

programma wordt een 3D model gemaakt van de gekozen ligger met de gekozen doorsnede. Als daarna de 

gekozen wringbelasting ook is aangebracht berekent het programma de vervorming en het verloop van de 

normaalspanningen in de ligger. Een EEM rekent dit uit door het model in kleine elementen te verdelen. Hoe 

kleiner deze elementen gekozen worden hoe nauwkeuriger de resultaten zijn. Dit wordt ook wel de grootte 

van de mesh genoemd en in dit verslag wordt bij elke EEM berekening deze grootte erbij gezet. 

 

 

2.4 Vergelijken resultaten 
Als laatste worden de resultaten uit de berekeningen met de Vlasov vergelijking vergeleken met de resultaten 

uit de eindige-elementen methode. Het vergelijken wordt gedaan door de twee resultaten door elkaar te delen 

en waardoor een mate van nauwkeurigheid (UC) tussen 0 en 1 berekend wordt. Als blijkt dat een lage 

nauwkeurigheid gevonden wordt kan er gekeken worden naar de nauwkeurigheid op andere punten van de 

ligger om te kijken of de theorie bijvoorbeeld wel voor een deel van de ligger nauwkeurig is. Omdat de 

lengte van de ligger invloed kan hebben op de nauwkeurigheid wordt hierna gekeken wat de 

welvingsconstante zou moeten zijn om de nauwkeurigheid naar 1 te krijgen als dit nodig is. Daarmee wordt 

dus de nauwkeurigheid van de welvingsconstante bepaald. Dit wordt gedaan door de Cw variabel te maken in 

de berekeningen en op te lossen voor UC = 1. 
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3 Massieve doorsnedes 
De eerste doorsnedes waarvan de nauwkeurigheid van de Vlasov theorie voor wringing bepaald gaan worden 

zijn massieve doorsnedes. Deze zullen op nauwkeurigheid getest worden door de stappen te doorlopen die 

beschreven zijn in de methode van het vorige hoofdstuk. In dit hoofdstuk zullen een rechthoekige en een 

ronde massieve doorsnede bekeken worden. 

3.1 Rechthoekige massieve doorsnede 
Parameters 

De eerst geteste doorsnede is de rechthoekige massieve doorsnede. Voor de afmetingen van de gekozen 

doorsnede worden in dit voorbeeld een hoogte (h) van 100 mm en een breedte (b) van 200 mm gekozen. Wat 

betreft verdere afmetingen en materiaaleigenschappen worden de waarden uit 1.4 gebruikt. Uit het SCIA 

Engineering model volgen de onderstaande benodigde resultaten: 

 

Afmetingen: 100x200 

Iw = 4,565 * 107 mm4 

Cw = 2,007 * 1010 mm6 

ψ = -2,624 * 103 mm2 

 

De welvingsfunctie voor deze doorsnede is hieronder te zien in figuur 3. 

 

 
Figuur 3: Welvingsfunctie rechthoekige massieve doorsnede 

 

Berekeningen Vlasov methode 

Om de vervorming van de doorsnede te kunnen berekenen met de Vlasov differentiaalvergelijking zijn 

enkele randvoorwaarden nodig. Hieronder zijn de gebruikte randvoorwaarden voor een rechthoekige 

doorsnede beschreven: 
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Als alle gegevens worden ingevuld in [Vergelijking 2] volgt een maximale hoekverdraaiing aan het vrije 

uiteinde van de ligger van φ (2540) = 0,1613 rad. 

 

Om de resultaten te kunnen vergelijken is het nodig om met deze hoekverdraaiing de maximale horizontale 

verplaatsing van de uiterste vezel te berekenen. In een rechthoekige doorsnede kan dit door middel van de 

volgende vergelijking: 

 

 
 

Met hierin: 

ux = Horizontale verplaatsing van de uiterste vezel (mm) 

h = hoogte van de doorsnede 

 

De berekende hoekverdraaiing op x = 2540 geeft een maximale horizontale verplaatsing in de uiterste vezel 

van ux = 8,064 mm. 

 

Hierna wordt de normaalspanning berekend. De extreme waarden van de normaalspanning bevinden zich in 

de linker- en rechterbovenhoek van de doorsnede aan de kant van de inklemming. Deze kan worden 

berekend door het bi-moment op x = 0 in te voeren in [Vergelijking 4] samen met de extreme waarde van de 

welvingsfunctie voor de rechthoekige massieve doorsnede. 

 

Hier komt een normaalspanning uit van σxx = -999,2 N/mm2. 

 

Alle berekeningen zijn gemaakt in Maple. De Maple sheets zijn te vinden in bijlage 1.  

 

Resultaten eindige-elementen methode 

De elementen in de gebruikte mesh voor dit model hebben een grootte van 5 mm. De mesh is te zien in 

figuur 4. 

 

 
Figuur 4: 3D Zicht van de gebruikte mesh in de EEM (Rechthoekige massieve doorsnede) 
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Het vervormde model waarmee de extreme horizontale verplaatsing wordt berekend is te zien in figuur 5. 

Hierin is te vinden dat de extreme waarde van de verplaatsing 8,064 mm is en plaats vindt aan de boven en 

onderkant van de doorsnede. 

 

 
Figuur 5: Horizontale verplaatsing in de ligger volgens de EEM 

 

De extreme waarde van de axiale normaalspanning die hier gevonden wordt is σxx = 1288,0 N/mm2. In figuur 

6 is de locatie van deze waarde aangeven met het ‘max’ en ‘min’ vinkje. 

 

 
Figuur 6: Ansys model van de axiale normaalspanning 

 

Nauwkeurigheid verplaatsing 

 

Zoals bij Methode vermeld is, wordt de vergelijking gedaan door een mate van nauwkeurigheid te vinden 

tussen 0 en 1. Voor de extreme waardes van de verplaatsing komt daar een waarde van uit van: 

 

 
 

Dat wil zeggen dat er een foutmarge is van 0 %.  
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Nauwkeurigheid normaalspanning 

Voor de extreme waardes van de normaalspanning komt er een waarde van de mate van nauwkeurig uit van: 

 

 
 

 

Hierbij zit dus een foutmarge van ongeveer 22,4%. De methode van Vlasov lijkt dus de normaalspanning te 

onderschatten. 

 

Conclusie rechthoekige massieve doorsnede 

Voor de rechthoekige massieve doorsnede is een overzicht van de resultaten te zien in tabel 1. Te zien is dat 

de verplaatsing als nauwkeurig kan worden beschouwd. Voor de normaalspanning is de foutmarge wat 

groter, maar een foutmarge van 22,3% bij de normaalspanning is nog steeds acceptabel omdat de 

normaalspanning veel meer beïnvloed wordt door de mesh grootte.  

 

 Verplaatsing (u) Normaalspanning (σxx) 

Vlasov 8,064 mm -999,2 N/mm2 

Ansys (EEM) 8,064 mm 1288,8 N/mm2 

UC  1,00 0,776 

Foutmarge 0% 22,4% 
Tabel 1: Overzicht van de resultaten voor de rechthoekige massieve doorsnede 

 

Er hoeft in dit geval niet gezocht te worden naar een Cw die de nauwkeurigheid zou verbeteren aangezien de 

nauwkeurigheid al 1 is. 

3.2 Ronde massieve doorsnede 
Parameters 

De tweede doorsnede die op nauwkeurigheid getest zal worden is de ronde massieve doorsnede.  In deze test 

wordt een doornsnede met een diameter (d) van 100 mm gebruikt. Daarbij zullen verdere afmetingen en de 

materiaaleigenschappen uit 1.4 gebruikt worden. Uit het SCIA Engineering model volgen de onderstaande 

benodigde resultaten: 

 

d = 100 mm 

Iw = 0,9837 *107 mm4 

Cw = 0 

ψ = 0 

 

Dat de welvingsconstante en de extreme waarde van de welvingsfunctie beide 0 zijn is een bekende 

eigenschap van ronde doorsnedes.  

 

Berekeningen Vlasov methode 

Zoals hierboven vermeld hebben zowel de welvingsconstante als de extreme waarde van de welvingsfunctie 

een waarde van 0. Dit komt door de ronde vorm van de doorsnede. Ronde doorsnedes laten namelijk geen 

welving toe. Een gevolg hiervan is dat er daarom ook geen bi-moment of normaalspanningen in de ligger 

zitten. 

 



       

14 

 

De vervorming kan daarentegen wel berekend en vergeleken worden. Met de waarden uit 1.4 en 

bovenstaande parameters verandert de formule van Vlasov in een 2e-graads differentiaal vergelijking. De 

differentiaal vergelijking ziet er dan als volgt uit: 

 

 
 

De randvoorwaarden die nodig zijn om deze differentiaalvergelijking op te lossen zijn als volgt: 

 

 

 
 

Als alle gegevens worden ingevuld in [Vergelijking 6] volgt een maximale hoekverdraaiing  aan het vrije 

uiteinde van de ligger van φ (2540) = 0,7586 rad. 

 

In een ronde doorsnede kan de maximale vervorming op de x-as berekend worden door middel van de 

volgende vergelijking: 

 

 
 

Met hierin: 

r = Straal van de doorsnede (mm) 

 

De berekende hoekverdraaiing op x = 2540 geeft een maximale horizontale verplaatsing in de uiterste vezel 

van ux = 37,932 mm. 

 

Alle berekeningen zijn gemaakt in Maple. De Maple sheets zijn te vinden in bijlage 2.  

 

Resultaten eindige-elementen methode 

De elementen in de gebruikte mesh voor dit model hebben een grootte van 5 mm. De mesh is te zien in 

figuur 7. 

 

 
Figuur 7: 3D Zicht van de gebruikte mesh in de EEM (Ronde massieve doorsnede) 

 

Het vervormde model waarmee de extreme horizontale verplaatsing wordt berekend is te zien in figuur 8. 

Hierin is te vinden dat de extreme waarde van de horizontale verplaatsing 38,008 mm is. Deze bevindt zich 

aan het vrije uiteinde van de ligger. 
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Figuur 8: Horizontale verplaatsing in de ligger volgens de EEM 

 

Nauwkeurigheid 

Ook voor de massieve ronde doorsnede doen we de vergelijking op de manier zoals bij het hoofdstuk 2 

Methode is beschreven.  De nauwkeurigheid van de normaalspanning kan alleen niet bepaald worden gezien 

er geen normaalspanningen in  de ligger zijn. 

 

De nauwkeurigheid van de verplaatsing in de doorsnede is als volgt: 

 

 
 

Hier zit dus een foutmarge in van 0,2%. 

 

De nauwkeurigheid van de welvingsconstante is hier niet relevant aangezien deze 0 is. 

 

Conclusie ronde massieve doorsnede 

Voor de massieve ronde doorsnede is een overzicht van de resultaten te vinden in tabel 2. Met een kleine 

foutmarge van 0,2% voor de verplaatsing kan geconcludeerd worden dat de nauwkeurigheid van de methode 

acceptabel is.    

 

 Verplaatsing (u) 

Vlasov 37,932 mm 

Ansys (EEM) 38,008 mm 

UC  0,9980 

Foutmarge 0,2% 
Tabel 2: Overzicht van de resultaten voor de ronde massieve doorsnede 
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4 Kokerdoorsnedes 

Na de massieve doorsnedes getest te hebben zijn de kokerdoorsnedes getest. Hierbij zijn de dezelfde 

doorsnede vormen gebruikt, namelijk een rechthoekige en een ronde doorsnede. Ook deze doorsnedes zullen 

op nauwkeurigheid getest worden. In dit hoofdstuk zullen ook weer een rechthoekige en een ronde 

doorsnede bekeken worden. 

4.1 Rechthoekige kokerdoorsnede 
Parameters 

Voor de rechthoekige doorsnede zijn een hoogte van 100 mm en een breedte van 200 mm gekozen. 

Daarnaast hebben de wanden een dikte van 10 mm. Daarbij zullen verdere afmetingen en de 

materiaaleigenschappen uit 1.4 gebruikt worden. Uit het SCIA Engineering model volgen de onderstaande 

benodigde resultaten: 

 

Iw = 2,071 * 107 mm4 

Cw = 0,5098 * 1010 mm6 

ψ = -2009,5 mm2 

 

De welvingsfunctie voor deze doorsnede is hieronder te zien in figuur 9. 

 
Figuur 9: Welvingsfunctie rechthoekige kokerdoorsnede 

 

Berekening Vlasov methode 

De berekening voor een rechthoekige kokerdoorsnede is vergelijkbaar met de berekening van een 

rechthoekige massieve doorsnede. Voor deze berekening met de Vlasov differentiaalvergelijking zijn weer 

enkele randvoorwaarden nodig. Hieronder zijn de gebruikte randvoorwaarden voor een rechthoekige 

doorsnede beschreven: 

 

 
 

Als alle gegevens worden ingevuld in [Vergelijking 2] volgt een maximale hoekverdraaiing  aan het vrije 

uiteinde van de ligger van φ (2540) = 0,3567 rad. 
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Om de resultaten te kunnen vergelijken is het nodig om met deze hoekverdraaiing de maximale horizontale 

verplaatsing van de uiterste vezel te berekenen. In een rechthoekige doorsnede kan dit door middel van de 

volgende vergelijking: 

 

 
 

De berekende hoekverdraaiing op x = 2540 geeft een maximale horizontale verplaatsing in de uiterste vezel 

van ux = 17,834 mm. 

 

Hierna wordt weer de normaalspanning ter hoogte van de inklemming berekend. Deze kan worden berekend 

door het bi-moment op x = 0 in te voeren in [Vergelijking 4] samen met de extreme waarde van de 

welvingsfunctie voor de rechthoekige kokerdoorsnede die te vinden is bij parameters. 

 

Hier komt een normaalspanning uit van σxx = -2253,5 N/mm2. 

 

Alle berekeningen zijn gemaakt in Maple. De Maple sheets zijn te vinden in bijlage 3.  

 

Resultaten eindige-elementen methode 

De elementen in de gebruikte mesh voor dit model hebben een grootte van 5 mm. De mesh is te zien in 

figuur 10.  

 

 
Figuur 10: 3D Zicht van de gebruikte mesh in de EEM (Rechthoekige kokerdoorsnede) 

 

Het vervormde model waarmee de extreme horizontale verplaatsing wordt berekend is te zien in figuur 11. 

In de figuur is ook te zien dat op het vrije uiteinde van de ligger een plaat is bevestigd. Deze plaat is nodig 

om het wringende moment op de juiste manier op de ligger te laten werken. Ook is te zien dat de maximale 

horizontale verplaatsing een waarde van 20,695 mm heeft, deze waarde is echter gevestigd in de plaat. De 

maximale verplaatsing in alleen de ligger is te zien in figuur 12. Deze heeft een waarde van 17,192 mm. 
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Figuur 11: Horizontale verplaatsing in de ligger volgens de EEM 

 

 
Figuur 12: Horizontale verplaatsing aan de bovenkant van de ligger volgens de EEM (eindplaat niet meegenomen) 

 

De extreme waarde van de axiale normaalspanning die hier gevonden wordt is σxx = -1754,9 N/mm2. In 

figuur 13 is de locatie van deze waarde aangeven met het ‘min’ vinkje. Deze waarde wordt gevonden ter 

hoogte van de inklemming op x = 0. 

 



       

19 

 

 
Figuur 13: Axiale normaalspanning in ligger volgens de EEM 

 

Nauwkeurigheid verplaatsing 

Voor de rechthoekige kokerdoorsnede berekenen we de nauwkeurigheid ook op de manier zoals bij het 

hoofdstuk 2 Methode is beschreven.  

 

De waarde voor de nauwkeurigheid ter plaatse van het vrije uiteinde van de ligger (x = 2540) is daarna als 

volgt berekend: 

 

 
 

Hier overschat de Vlasov theorie de horizontale verplaatsing dus met 3,7%. 

 

 

Nauwkeurigheid normaalspanning 

 

De nauwkeurigheid op x = 0 wordt als volgt berekend: 

 

 
 

Hier volgt dus uit dat Vlasov methode de normaalspanning 28,4% overschat. 

 

Nauwkeurigheid Cw 

Er wordt hierna gekeken naar hoe de welvingsconstante gewijzigd moet worden om een nauwkeurigheid van 

1 te krijgen. Dit wordt alleen gedaan voor het hiervoor bepaalde nauwkeurige deel van de ligger. In figuur 14 

is een grafiek te zien waarin voor verschillende waardes van Cw de nauwkeurigheid van de verplaatsing 

berekend wordt. Uit de Maple berekeningen komt een waarde van Cw = 1,068 * 1011 mm6 uit waarbij de 

nauwkeurigheid 1 is. 
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Figuur 14: Nauwkeurigheidscurves verplaatsing 

 

Conclusie rechthoekige kokerdoorsnede 

Voor de rechthoekige kokerdoorsnede is een overzicht van de resultaten te vinden in tabel 3. Met een kleine 

foutmarge van 3,7% voor de verplaatsing kan geconcludeerd worden dat de nauwkeurigheid van de methode 

acceptabel is. Voor normaalspanning kan hetzelfde gezegd worden over de nauwkeurigheid als bij de 

rechthoekige massieve doorsnede. De foutmarge is namelijk groter dan bij de verplaatsing, maar dat komt 

omdat de normaalspanning veel gevoeliger is voor de grootte van de mesh. Een foutmarge van 28,4% is 

daarom acceptabel. 

 

 Verplaatsing (u) Normaalspanning 

(σxx) 

Vlasov 17,834 mm -2253,5 N/mm2 

Ansys (EEM) 17,192 mm -1754,9 N/mm2 

UC  1,037 1,284 

Foutmarge 3,7% 28,4% 

Nauwkeurige Cw 1,068 *1011 mm6 - 
Tabel 3: Overzicht van de resultaten voor de rechthoekige kokerdoorsnede 

 

Voor de nauwkeurigheid van de Cw is in dit geval wel een resultaat uitgekomen. Bij een Cw van 1,068 *1011 

mm10 heeft de verplaatsing een foutmarge van 0%. Deze Cw is echter ongeveer 20 maal zo groot als de door 

SCIA Engineering berekende Cw voor deze doorsnede. In figuur 14 is te zien dat zelfs voor een Cw van 0 een 

redelijk goede UC uitkomt, dus de waarde van Cw heeft weinig invloed in de berekening van de verplaatsing. 

Hierdoor kan weer gezegd worden dat de Vlasov methode nauwkeurig is ondanks een de Cw in plaats van 

dankzij de Cw. 
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4.2 Ronde kokerdoorsnede 
Parameters 

De laatste doorsnede die op nauwkeurigheid getest zal worden is de ronde kokerdoorsnede.  In deze test 

wordt een doornsnede met een diameter (d) van 100 mm gebruikt. Dikte van de wanden (tf) is 10 mm. 

Daarbij zullen verdere afmetingen en de materiaaleigenschappen uit 1.4 gebruikt worden. Uit het SCIA 

Engineering model volgen de onderstaande benodigde resultaten: 

 

d = 100 mm 

tf = 10 mm 

Iw = 0.8506 *107 mm4 

Cw = 0 

ψ = 0 

 

Dat de welvingsconstante en de extreme waarde van de welvingsfunctie beide 0 zijn is een bekende 

eigenschap van ronde doorsnedes.  

 

Berekeningen Vlasov methode 

Zoals hierboven vermeld hebben zowel de welvingsconstante als de extreme waarde van de welvingsfunctie 

een waarde van 0. Dit komt door de ronde vorm van de doorsnede. Ronde doorsnedes laten namelijk geen 

welving toe. Een gevolg hiervan is dat er daarom ook geen bi-moment of normaalspanningen in de ligger 

zitten. 

 

De vervorming kan daarentegen wel berekend en vergeleken worden. Met de waarden uit 1.4 en 

bovenstaande parameters kan eenzelfde differentiaalvergelijking opgesteld worden als bij de ronde massieve 

doorsnede, namelijk [Vergelijking 6]. 

 

Ook zijn de randvoorwaarden hetzelfde die nodig zijn om deze differentiaalvergelijking op te lossen. 

Namelijk: 

 

 

 
 

Als alle gegevens worden ingevuld in [Vergelijking 6] volgt een maximale hoekverdraaiing  aan het vrije 

uiteinde van de ligger van φ (2540) = 1,307 rad. 

 

In een ronde doorsnede kan de maximale vervorming op de x-as berekend worden door middel van 

[Vergelijking 7]. De berekende hoekverdraaiing op x = 2540 geeft een maximale horizontale verplaatsing in 

de uiterste vezel van ux = 65,356 mm. 

 

Alle berekeningen zijn gemaakt in Maple. De Maple sheets zijn te vinden in bijlage 2.  

 

 

Resultaten eindige-elementen methode 

De elementen in de gebruikte mesh voor dit model hebben een grootte van 5 mm. De mesh is te zien in 

figuur 15. 
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Figuur 15: 3D Zicht van de gebruikte mesh in de EEM (Ronde kokerdoorsnede) 

 

Het vervormde model waarmee de extreme horizontale verplaatsing wordt berekend is te zien in figuur 16. 

Ook hier is aan het vrije uiteinde een plaat bevestigd om het wringend moment op de juiste manier aan te 

kunnen brengen. In figuur 17 is de verplaatsing te vinden van de kokerdoorsnede. Hierin is te vinden dat de 

extreme waarde van de horizontale verplaatsing 64,414 mm is. Deze bevindt zich aan het vrije uiteinde van 

de ligger. 

 

 

 
Figuur 16: Horizontale verplaatsing in de ligger volgens de EEM 
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Figuur 17: Horizontale verplaatsing aan de bovenkant van de ligger (zonder plaat) 

 

Nauwkeurigheid 

Ook voor de ronde kokerdoorsnede doen we de vergelijking op de manier zoals bij het hoofdstuk 2 Methode 

is beschreven.  De nauwkeurigheid van de normaalspanning kan alleen niet bepaald worden gezien er geen 

normaalspanningen in  de ligger zijn. 

 

De nauwkeurigheid van de verplaatsing in de doorsnede is als volgt: 

 

 

 
 

Hier zit dus een foutmarge in van 1,5%. 

 

De nauwkeurigheid van de welvingsconstante is hier niet relevant aangezien deze 0 is. 

 

Conclusie ronde kokerdoorsnede 

In tabel 4 is een overzicht van de resultaten voor de ronde kokerdoorsnede te vinden. Ook in dit geval is te 

concluderen dat het berekenen van de horizontale verplaatsing met de methode van Vlasov nauwkeurig is 

met slechts een kleine foutmarge van 1,5%. 

 

 Verplaatsing (u) 

Vlasov 65,356 mm 

Ansys (EEM) 64,414 mm 

UC  1,015 

Foutmarge 1,5% 
Tabel 4: Overzicht van de resultaten van de ronde kokerdoorsnede 
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5. Resultaten overzicht 
Omdat in de vorige hoofdstukken veel berekeningen gedaan zijn is dit hoofdstuk ervoor om een duidelijk 

overzicht van de resultaten te geven. 

 

 

 Verplaatsing 

Vlasov (mm) 

Verplaatsing 

EEM (mm) 

Nauwkeurigheid 

(-) 

Foutmarge 

(%) 

Rechthoekige 

massieve doorsnede 
8,064 8,064 1,00 0 

Ronde massieve 

doorsnede 
37,932 38,008 0,998 0,2 

Rechthoekige 

kokerdoorsnede 
17,834 17,192 1,037 3,7 

Ronde 

kokerdoorsnede 
65,356 64,414 1,015 1,5 

Tabel 5: Overzicht horizontale verplaatsingen 

 

 

 Normaalspanning 

Vlasov (N/mm2) 

Normaalspanning 

EEM (N/mm2) 

Nauwkeurigheid 

(-) 

Foutmarge 

(%) 

Rechthoekige 

massieve doorsnede 
-999,2 1288,0 0,776 22,4 

Ronde massieve 

doorsnede 
- - - - 

Rechthoekige 

kokerdoorsnede 
-2253,5 -1754,9 1,284 28,4 

Ronde 

kokerdoorsnede 
- - - - 

Tabel 6: Overzicht normaalspanningen 
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6. Conclusies 
 

Het doel van onderzoek was om te bepalen of de wringingsvervorming en de spanningen van massieve 

doorsnedes en kokerdoorsnedes bij niet uniforme welving te bepalen waren door de methode van Vlasov te 

gebruiken. Dat is gedaan door de resultaten van de Vlasov wringingsvergelijking te vergelijken met de 

resultaten van een eindige elementen methode voor verschillende doorsnedes. Op basis van de 

nauwkeurigheid kunnen er conclusies getrokken worden. De resultaten van de berekeningen voor de 

horizontale verplaatsing zijn hierboven te vinden in tabel 5 en de resultaten van de normaalspanning in tabel 

6.  

 

De foutmarges van de verplaatsing zijn acceptabel te noemen als ze kleiner zijn dan ongeveer 10%. Met een 

maximale foutmarge van slechts 3,7% bij de rechthoekige kokerdoorsnede kan geconcludeerd worden dat 

voor de verplaatsing de methode van Vlasov nauwkeurig is. Deze methode zou dus gebruikt kunnen worden 

om in vergelijkbare gevallen de vervorming te kunnen berekenen. 

 

Bij de axiale normaalspanningen zijn de foutmarges wat groter. Dit is echter niet ongebruikelijk aangezien 

deze erg beïnvloedbaar zijn door de grootte van de gebruikte mesh in de EEM. Daarnaast zullen in een 

profiel in de werkelijkheid andere spanningen zoals bijvoorbeeld walsspanningen een veel grotere rol 

betekenen, dus is in dit geval een foutmarge kleiner dan 30% als acceptabel geaccepteerd. Dus in het geval 

van de normaalspanningen kan ook geconcludeerd worden dat de Vlasov methode gebruikt kan worden om 

in vergelijkbare gevallen de normaalspanningen te berekenen. Ondanks de positieve resultaten kan echter 

nog niet gezegd worden dat alle massieve en kokerdoorsnedes nauwkeurig berekend kunnen worden 
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7. Toepassingsvoorbeeld 
Om dit onderzoek naar de praktijk te vertalen wordt in dit hoofdstuk een toepassingsvoorbeeld gegeven. Als 

voorbeeld is gekozen voor een wegwijzer aan de Schoemakerstraat in Delft. Het bord is gevestigd aan een 

horizontale balk die daarna weer bevestigd is aan een kolom met een rechthoekige kokerdoorsnede. De 

kolom is op een betonnen fundering gebout en is dus volledig ingeklemd en welving is verhinderd. Alle 

afmetingen zijn geschat en te vinden in figuur 18 en figuur 19. De windbelasting op het bord veroorzaakt een 

wringend moment in de kolom. 

 
Figuur 18: Wegwijzer met afmetingen    Figuur 19: Doorsnede kolom wegwijzer 

 

De kolom is van staal en zowel de elastisticiteitsmodulus als de glijdingsmodulus worden geschat en hebben 

een waarde van: 

 

E = 200000 MPa 

G = 76923 MPa 

 

Als belasting wordt slechts de windbelasting op het bord meegenomen. Windbelasting op de kolom, 

windbelasting op de balk en het eigen gewicht worden in deze berekening verwaarloosd. De windbelasting 

tijdens een hevige storm heeft een waarde van 1,0 kN/m2. De oppervlakte van het bord is 1,5*0,8 = 1,2 m2. 

Dit geeft een kracht van 1,2*1,0 = 1,2 kN en deze vind plaats in het midden van het bord. Door dit te 

vermenigvuldigen met de afstand tot de kolom komt hier een wringend moment (T) uit van 2,4 kNm.  
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Met SCIA Engineering zijn hierna weer de welvingsconstante, het wringtraagheidsmoment en de extreme 

waarde van de welvingsfunctie van de doorsnede bepaald.  

 

Cw = 2,9787 * 1010 mm6 

Iw = 7,4410 * 108 mm4 

ψ = 2590,5 mm2 

 

Nu kan de hoekverdraaiing ter hoogte van de balk berekend worden met de Vlasov vergelijking. Er wordt 

alleen gekeken naar het onderste gedeelte van de kolom (tot aan de hoogte van de balk), omdat na de locatie 

waar het wringend aangrijpt de hoekverdraaiing niet meer verandert. Deze berekening is gedaan in Maple en 

is te vinden in bijlage 5. 

 

De uitkomst is dat in de kolom een hoekverdraaiing van 0,1254 * 10-3 rad ontstaat ter hoogte van de balk. 

Met deze hoekverdraaiing kan de verplaatsing van het bord berekend worden. Het uiteinde van het bord zit 

op 2,75 m van de kolom dus de verplaatsing als gevolg van een storm van dit uiteinde is dan 2,75 * 

0,1254*10-3 = 0,345 * 10-3 m oftewel 0,345 mm. 

 

Na de verplaatsing is de normaalspanning als gevolg van de storm in de oplegging op de grond berekend. 

Deze berekening is ook gemaakt in Maple en is te vinden in bijlage 5. 

 

De uitkomst hiervan is dat in de oplegging van de wegwijzer een normaalspanning als gevolg van de storm 

ontstaat van 2,13 N.  

 

Zoals in het onderzoek beschreven kunnen deze waardes een kleine afwijking hebben maar over het 

algemeen zou met deze waardes gerekend kunnen worden.  

 

Bij een hevige storm zal de wringing als gevolg van de windbelasting op het bord dus niet een heel groot 

aandeel hebben in zowel de verplaatsing als de normaalspanning in de inklemming.  
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Bijlagen 
 Bijlage 1: Berekeningen van een rechthoekige massieve doorsnede in Maple 
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Bijlage 2: Berekeningen van een ronde massieve doorsnede in Maple 
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Bijlage 3: Berekeningen van een rechthoekige kokerdoorsnede in Maple 

 

 
 



       

34 

 

 

 



       

35 

 

Bijlage 4: Berekeningen van een ronde kokerdoorsnede in Maple 

 

 



       

36 

 

 



       

37 

 

Bijlage 5: Berekeningen van het toepassingsvoorbeeld in Maple 
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